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Глава 1. Введение

1.1 Что такое закрученные состояния?

Классические и квантовые волны могут образовывать вихрь - фронт
волны с геликоидной фазой и с циркулирующими плотностями тока. Эти
свойства определяют орбитальный угловой момент (ОУМ) переносимый
локализированными закрученными состояниями. За последние два деся­
тилетия, закрученные состояния стали неотъемленной частью оптики. В
последнее десятилетие, было обнаружено, что закрученные пучки могут
возникать в свободных волнах электронов и ионов.

Спиновый орбитальный момент для фотона (СУМ) - проекция ℏ𝑚𝑠,
принимает значения 𝑚𝑠 = ±1, проекция ОУМ - ℏ𝑚𝑙 принимает зна­
чения 𝑚𝑙 = 0,±1,±2,±3 · · · Проекция полного орбитального момента
ℏ𝑚 = ℏ𝑚𝑠 + ℏ𝑚𝑙.

1.2 Какие они бывают?

Существует два основных случая вращения: если каждый вектор
поляризации вращается, то у света есть спин; если вращается фазовая
структура, то у света есть ОУМ, который может быть много больше спи­
на. Воспользовавшись этим, пучки можно классифицировать по природе
углового момента и по типу волнового фронта:

1. Состояния со спиновым угловым моментом (СУМ): воз­
никают за счет вращения вектора поляризации. Проекция ℏ𝑚𝑠,
принимает значения 𝑚𝑠 = ±1.

2. Состояния с орбитальным угловым моментом (ОУМ): воз­
никают из-за вращения фазовой структуры. В отличии от спина,
значение ℏ𝑚𝑙 теоретически неограничено и принимает значения
𝑚𝑙 = 0,±1,±2,±3 · · ·
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3. Гибридные состояния: спиновое и орбитальное взаимодействие
взаимосвязаны. В таких пучках поляризация неоднородна по сече­
нию.

Также закрученные состояния классифицируют по типу носителя: они
быть как безмассовыми (фотонами), так и массивными (электроны и ио­
ны).

1.3 Обзор теоретических методов

Для моделирования закрученных пучков отдают предпочтение 2м ти­
пам: пучкам Бесселя и Лаггера-Гаусса. Пучок Бесселя с азимутальным
квантовым числом ℓ и продольным импульсом 𝑘𝑧 определяется как [1; 2]:

ψ(ρ,φ, 𝑧) = 𝐽|ℓ|(κρ)𝑒
𝑖𝑚φ𝑒𝑖𝑘𝑧𝑧, κ =

𝑝⊥
ℎ

(1.1)

где 𝐽|ℓ| - функция Бесселя 1го рода; κ - поперечный момент. Такой пучок
переносит ОУМ ⟨𝐿𝑧⟩ = ℏ𝑚. Из-за того, что 𝐽|𝑚| ∼ 𝑥−

1
2 в асимптотике,

поперечная норма расходится и такие состояния не являются физически
нормируемыми. Однако, они хорошо отражают структуру пучка рядом с
осью, а также используются для аналитических вычислений в теории ди­
фракции.

Чтобы описать физические состояния с ОУМ используются Лаггер­
Гауссовы пучки - точные квадратично интегрируемые решения уравнения
Клейна-Гордона для свободных частиц с определенной средней энергией и
угловым моментом. Лаггер-Гауссов пучок определяется как [3]:

ψLG
𝑚𝑙,𝑛(ρ,φ, 𝑡) =𝒩ρ|𝑚|

[︂
1

σ⊥(𝑡)

]︂|𝑚|+1

𝐿|𝑚|
𝑛

(︂
ρ2

σ2⊥(𝑡)

)︂
𝑒𝑖𝑚φ

× exp

[︂
− ρ2

2σ2⊥(𝑡)

(︂
1− 𝑖

𝑡

𝑡𝑑

)︂]︂
× exp

[︂
−𝑖𝑀 arctan

(︂
𝑡

𝑡𝑑

)︂]︂ (1.2)

где нормировка ∫︁ ∞

0

𝑑ρρ =

∫︁ 2π

0

𝑑φ|ψℓ,𝑛(ρ,φ,𝑡)|2 = 1 (1.3)
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1.4 Обзор методов закручивания

Можно классифицировать методы закручивания 3мя типами:
1. Пучки с сингулярностью на оси в лазерах:

Естественная генерация в резонаторах [4].
2. Преобразование плосковолновых пучков: Спиральные фа­

зовые пластинки: Прозрачные элементы, оптическая толщина
которых линейно возрастает по азимуту [5]. Дифракционные оп­
тические элементы и голограммы:

– Вилочные голограммы: при дифракции на них плоской
волны формируется множество закрученных пучков [6].

– Компьютерно-генерированные голограммы: позво­
ляют формировать пучки с любым амплитудно-фазовым
распределением [7].

– Пространственные модуляторы света: используются
для динамического управления фазой [7].

– Метаповерхности и антенные решетки: применяются
в терагерцовом диапазоне (V-образные антенны) [8].

3. Генерация с помощью свободных электронов:
Лазеры на свободных электронах: Генерация пучков тера­

герцовых закрученных фотонов [9].
Спиральные ондуляторы: Релятивистские электроны в он­

дуляторе излучают закрученные фотоны на гармониках [10; 11].
Это эффективный метод для рентгеновского диапазона.

Обратное комптоновское рассеяние: Теоретически показа­
но [12], что при рассеянии на ультрарелятивистских электронах
можно получать фотоны высоких энергий (до ГэВ).

Взаимодействие электронных пучков с лазером: Схемы
с приобретением электронами геликоидальной структуры [13].
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1.5 Обзор экспериментов

Экспериментальные исследования прошли путь от фундаментальных
демонстраций передачи момента импульса до создания мощные специали­
зированных источников в различных диапазонах спектра.

1. Эксперимент Бета (1936 г.): Первая экспериментальная демон­
страция передачи механического момента импульса от циркулярно
поляризованного света (СУМ) подвешенной четвертьволновой пла­
стинке [14].

2. Работа Аллена и др. (1992 г.): Фундамент современных ис­
следований, предложила методы трансформации лазерных мод
(Лагерра-Гаусса) для получения пучков с орбитальным угловым
моментом (ОУМ)[3].

3. Вращение микрочастиц: В экспериментах было показано, что
закрученные фотоны способны вызывать вращение поглощающих
их микрочастиц, при этом направление вращения определяется
значением ОУМ [15].

4. Новосибирский лазер на свободных электронах (ЛСЭ):
Проведены эксперименты по генерации монохроматических пуч­
ков в терагерцовом диапазоне (длина волны 140 мкм). Доказано
сохранение структуры пучков (инвариантность поперечного сече­
ния) на значительных расстояниях [16; 17].

5. Спиральные ондуляторы (BESSY-II): Получены закручен­
ные фотоны рентгеновского диапозона (99 еВ) на второй гармонике
излучения релятивистских электронов [18].

1.6 Приложения в области физики частиц и высоких энергий

Закрученные пучки с оптическим вихрем вдоль оси могут вращать
микроскопические объекты – свет физически толкает объект по спирали
[19]; пучки могут помочь с дистанционным вращением объектов, используя
вращательный эффект Доплера [20]; фотоны с разной степенью закрутки
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можно использовать как независимые каналы в одном луче для передачи
данных в оптоволокне [21]; использование фазовой маски с вихрем в микро­
скопии позволяет контрастно выделять границы объекта [22]; закрученные
состояния позволяют создать многомерные квантовые состояния [23].

В последнее время начало развиваться новое применение закручен­
ных состояний, теперь в физике элементарных частиц и высоких энергий
[24]. В данной работе представленно описание естественного возникновения
закрученных состояний в распада скалярной частицы на фермион-анти­
фермионную пару (𝐻 → 𝑓𝑓).

Объект исследования: Закрученные состояния масссивных фер­
мионов и процессы их генерации в распадах элементарных частиц и их
дифракционное взаимодействие с макроскопическими апертурами.

Предмет исследования: Теоретическое описание процесса распада
скалярной частицы на закрученные фермион-антифермионные пары и ме­
тоды численного моделирования дифракционных картин как инструмента
для измерения параметров этих состояний.

Целью данной работы является исследование квантовомеханической
структуры закрученных состояний фермионных пар в распадах скаляр­
ных частиц и поиск наблюдаемых эффектов этих состояний в угловых и
спиновых корреляциях, разработка и численный анализ методов их экспе­
риментального определения с использованием дифракции на апертурах.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следу­
ющие задачи:

1. Провести теоретический анализ дифракции закрученных состоя­
ний на круговой и треугольной апертурах в рамках формализма
Кирхгофа-Френеля.

2. Применить метод численного моделирования (SSFM) для анализа
эволюции волновой функции закрученных состояний при прохож­
дении через дифракционные маски.

3. Исследовать чувствительность дифракционных картин к величине
и знаку орбитального углового момента (ОУМ) для различных кон­
фигураций апертур.

4. Вывести выражение для волновой функции пары фермион-анти­
фермион, используя формализм S-матричных амплитуд для дву­
частичных распадов.
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5. Осуществить переход в координатное пространство с помощью
трехмерного преобразования Фурье.

6. Выполнить разложение волновой функции в сферическом базисе
(𝑌1𝑚, 𝐿 = 1 волна).

7. Провести анализ ориентаций ОУМ-проекции 𝑚 для различных
конфигураций спинов продуктов распада.

Актуальность:
1. Метод экспериментального определения закрученности вне опти­

ки. т.е. для высоко-энергичных частиц
2. Изучения углового состояния пары фермион-антифермион в рас­

паде скалярного, псевдоскалярного и CP смешанного состояний
Научная новизна:
1. Разработан новый метод экспериментального определения пара­

метров закрученности (величины и знака топологического заряда)
массивных частиц, основанный на анализе дифракционных картин
от треугольных апертур.

2. Получено аналитическое выражение для волновой функции фер­
мион-антифермионной пары в координатном представлении.

3. Теоретически обосновано возникновение закрученных состояний в
распадах скалярных частиц на пару фермионов.

4. Выполнено оригинальное исследование интерференции состояний
смешанной четности (скаляр + псевдоскаляр) и получены ана­
литические выражения для спин-орбитальных корреляционных
слагаемых, описывающих закрученность конечного состояния.

Практическая значимость
1. Разработанный программный комплекс на базе метода SSFM

может быть использован для проектирования и оптимизации де­
тектирующих систем, предназначенных для измерения параметров
закрученных пучков в экспериментах на ускорителях и лазерах на
свободных электронах.

2. Предложенные аналитические методы описания квантовых состо­
яний в распадах скалярных бозонов могут быть применены при
обработке данных экспериментов на БАК (коллаборации CMS,
ATLAS) для поиска эффектов нарушения CP-инвариантности в
секторе Юкавских взаимодействий.

9



Глава 2. Новый метод экспериментального определения
закрученности

Дифракция на щели является эффективным неинвазивным методом
определения поперечной фазы пучка [25]. Круговая щели обладает осе­
вой симметрией и, как следствие, нечувствительна к знаку 𝑚. Напротив,
для равносторонней треугольной щели дифракционная картина показыва­
ет знак и величину 𝑚.

В данной главе происходит анализ дифракции на круговой и треуголь­
ных щелях для дальней зоны с помощью формализма Кирхгофа-Френеля,
результат сравнивается с численным решением методом split-step Fourier
propagation для уравнения Шредингера.

2.1 Уравнение Шредингера в цилиндрических координатах

Движение свободных частиц, несущих ОУМ обычно описывается
уравнением Клейна-Гордона. В нерелятивистском пределе это сводится к
зависящему от времени уравнению Шредингера:

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
ψ(𝑟,𝑡) = − ℏ2

2𝑚
∇2ψ(𝑟,𝑡), (2.1)

В стационарном случае уравнение с волновым числом 𝑘 = |𝑝|/ℏ, поле опи­
сывается скалярным уравнением Геймгольца:

(∇2 + 𝑘2)ψ(𝑟) = 0. (2.2)

В декартовых координатах 𝑥,𝑦,𝑧 решение выражается в виде плоских волн:

ψ𝑘(𝑟) = 𝑒𝑖𝑘𝑟 (2.3)

В сферических координатах 𝑟,θ𝑟,φ𝑟 получим сферические волны:

ψ𝑘𝑙𝑚 =

√︂
2π

𝑘𝑟
𝐽𝑙+ 1

2
(𝑘𝑟)𝑌𝑙𝑚(θ𝑟,φ𝑟) (2.4)
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В цилиндрических координатах ρ,φ, 𝑧 для стационарного случая ψ(𝑟,𝑡) →
ψ(𝑟) exp (𝑖ℎ−1𝐸𝑡)

− ℏ2

2𝑚

[︂
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟

)︂
+

1

𝑟2
𝜕2

𝜕φ2
+

𝜕2

𝜕𝑧2

]︂
ψ(𝑟,φ, 𝑧) = 𝐸ψ(𝑟,φ, 𝑧). (2.5)

получим цилиндрические (бесселевы) волны [1; 2], где 𝐽𝑚 - бесселевская
функция первого рода, 𝑚 = 0,± 1,±2, ... - азимутальное квантовое число,
𝑘𝑧 = 𝑝𝑧/ℏ - продольное волновое число, κ - поперечное квантовое число.

ψκ𝑚𝑘𝑧 = 𝐽𝑚(κρ)𝑒
𝑖(𝑚φ𝑟+𝑘𝑧𝑧) (2.6)

В КТП такому решению соответсвует частица направленая вдоль оси 𝑧

с поперечным импульсом ℏκ и энергией ℏω = ℏ𝑐
√︀
κ2 + 𝑘2𝑧 . Такие состоя­

ния называются закрученными: у них определена проекция орбитального
момента импульса ℏ𝑚, а значения момента импульса ℏ2𝑙(𝑙 + 1) ограничи­
ваются только 𝑙 ⩾ |𝑚|.

Плоская волна может быть представлена в виде суперпозиции цилин­
дрических волн:

𝑒𝑖𝑘𝑟 =
∞∑︁

𝑚=−∞
𝑖𝑚𝑒−𝑖𝑚φ𝑘ψ𝑘⊥𝑚𝑘𝑧(𝑟) (2.7)

где 𝑘 = (𝑘⊥ cosφ𝑘, 𝑘⊥ sinφ𝑘, 𝑘𝑧)

Цилиндрическую волну можно разложить в плоскости 𝑥𝑦 как:

ψκ𝑚𝑘𝑧 = 𝑒𝑖𝑘𝑧𝑧
∫︁

𝑎κ𝑚(𝑘⊥)𝑒
𝑖𝑘𝑟 𝑑

2𝑘⊥
(2π)2

(2.8)

где 𝑎κ𝑚(𝑘⊥) = 𝑖𝑚𝑒𝑖𝑚φ𝑘 2π
𝑘⊥
δ(𝑘⊥ − κ)

Бесселевские пучки соответствуют стационарным состояниям, но еще
являются неинтегрируемыми т.к.

∫︀
|ψκ𝑚𝑘𝑧 |2𝑑3𝑟 = ∞. В экспериментах

используются ограниченные интегрируемые пучки, например Лагерр-Гаус­
совы пучки [26; 27].

Чтобы получить аналитическое выражения для таких пучков исполь­
зуется параксиальное приближение: 𝑝⊥ ⩽ 𝑝 и 𝑘𝑧 ≈ 𝑘. Тогда уравнение
Шредингера (2.5) можно переписать с помощью подстановки 𝜕2/𝜕𝑧2 ≃
−𝑘2 + 2𝑖𝑘𝜕/𝜕𝑧. Получаем параксиальное волновое уравнение [28]:(︂

2𝑖𝑘
𝜕

𝜕𝑧
+

[︂
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟

)︂
+

1

𝑟2
𝜕2

𝜕φ2

]︂)︂
ψ(𝑟, 𝑧) = 0. (2.9)
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Для решения уравнения в цилиндрических координатах воспользуемся раз­
делением переменных ψ(𝑟,𝑡) = ψ(𝑟,φ, 𝑡)ψ𝑧(𝑧,𝑡) [29]:

ψLG
𝑚,𝑛(𝑟,φ, 𝑡) =𝒩 𝑟|𝑚|

[︂
1

σ⊥(𝑡)

]︂|𝑚|+1

𝐿|𝑚|
𝑛

(︂
𝑟2

σ2⊥(𝑡)

)︂
𝑒𝑖𝑚φ

× exp

[︂
− 𝑟2

2σ2⊥(𝑡)

(︂
1− 𝑖

𝑡

𝑡𝑑

)︂]︂
× exp

[︂
−𝑖𝑀 arctan

(︂
𝑡

𝑡𝑑

)︂]︂
,

(2.10)

где 𝐿
|𝑚|
𝑛 - присоединенный полином Лаггерра, 𝒩 - нормировочная

константа.
𝑀 = 2𝑛+ |𝑚|+ 1, (2.11)

в специализированной литературе называется beam quality factor [27].
Начальная поперечная ширина σ⊥(0) связана с среднеквадратичным

разбросом поперечного импульса σ𝑝:

σ⊥(0) =
1

σ𝑝
, 𝑡𝑑 =

𝑚

σ2𝑝
(2.12)

Ширина изменяется как:

σ⊥(0) = σ⊥(0)
√︀
1 + (𝑡/𝑡𝑑)2 = σ⊥(0)

√︀
1 + (⟨𝑧⟩/𝑧𝑅)2 (2.13)

Длина Релея и средняя скорость:

𝑧𝑅 =
2Π

𝑀

σ2⊥(0)

λdB
, ⟨𝑢⟩ = ⟨𝑧⟩

𝑡
(2.14)

Фаза Гои:

Φ(𝑡) = 𝑀 arctan(𝑡/𝑡𝑑) (2.15)

2.2 Дифракция на щели. Общий метод с функциями Грина

Воспользуемся вторым тождеством Грина:∫︁
𝑉

(︁
ψ(𝑥′)∇2φ−φ∇2ψ

)︁
𝑑𝑉 =

∫︁
𝑆

(︁
ψ∇φ−φ∇ψ

)︁
· 𝑑𝑆 (2.16)
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Пусть ψ - решение уравнения, а φ = 𝐺 - функция Грина. Подставив в
(2.16), получим:

ψ(𝑥) =

∫︁
𝑆

(︁
φ(𝑥′)∇𝑥′𝐺(𝑥− 𝑥′)−𝐺(𝑥− 𝑥′)∇𝑥′φ(𝑥′)

)︁
· 𝑑𝑆′ (2.17)

Функция Грина для уравнения есть:

𝐺(𝑟) =
𝑒𝑖𝑘𝑟

4π𝑟
, 𝑟 = 𝑥− 𝑥′, 𝑟 = |𝑟|. (2.18)

Поэтому,

∇𝑥′

(︁ 𝑒𝑖𝑘𝑟
4π𝑟

)︁
= − 𝑒𝑖𝑘𝑟

4π𝑟

(︁
𝑖𝑘 − 1

𝑟

)︁
𝑟𝑟, 𝑛𝑟 =

𝑟

|𝑟|
. (2.19)

Т.к. 𝑑𝑆′ = −𝑛𝑠𝑑𝑆
′, где 𝑛𝑠 - единичные вектор нормали к поверхности в

точке 𝑥′, направлена внутрь ограничевающей поверхности, то можно запи­
сать уравнение (2.19), как

ψ(𝑥) =

∫︁
𝑆

𝑒𝑖𝑘𝑟

4π𝑟

(︂
ψ (𝑥′)

(︂
𝑖𝑘 − 1

𝑟

)︂
(𝑛𝑟 · 𝑛𝑠) + 𝑛𝑠 ·∇𝑥′ψ (𝑥′)

)︂
𝑑𝑆 ′. (2.20)

2.3 Аналитическое решение для тонкой круговой и
треугольной щелей

Рассмотрим задачу рассеяния на круговой щели 𝑟 ∈ (𝑎, 𝑎 + δ𝑎) для
плоской и закрученной волн. Рассматривается узкая щель δ𝑎 ≪ 𝑎 Для
плоской волны ψ(𝑥′) = 𝑒𝑖𝑘·𝑥

′:

ψ(𝑥) ≈ 𝑎δ𝑎

4π

∫︁ 2π

0

𝑑ψ′𝑒
𝑖𝑘𝑟

𝑟

(︂(︂
𝑖𝑘 − 1

𝑟

)︂
𝑧

𝑟
+ 𝑖𝑘𝑧

)︂
, (2.21)

Для закрученной волны, движущейся вдоль оси 𝑧 = 𝑧′ и имеющий проек­
цию импульса 𝑘𝑧 и момента импульса 𝑚, поле φ(𝑥′)

ψ(𝑥) ≈ 𝑎δ𝑎

4π

∫︁ 2π

0

𝑑ψ′𝑒
𝑖𝑘𝑟

𝑟
𝑒−𝑖𝑚φ

(︂(︂
𝑖𝑘 − 1

𝑟

)︂
𝑧

𝑟
+ 𝑖𝑘𝑧

)︂
. (2.22)
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Рисунок 2.1 — Дифракция на тонкой круговой щели для закрученных
электронных пучков Бесселя с 𝑚 = −5,−1, 0, 1, 2, 5, проходящие через
круговую апертуру радиусом 𝑎 = 400 нм, шириной щели δ𝑎 = 15 нм;
расстояние между апертурой и экраном 𝑧 = 0,4 м. Осевая симметрия под­
разумевает нечувствительность к знаку 𝑚; радиус первого яркого кольца

увеличивается с |𝑚|.

2.4 Численное моделирование с помощью FFT. Анализ масок.

Для численного моделирования аналогичному интегралу Киргкофа
(2.20) используется метод split-step Fourier (SSFM) [29; 30] Рассматривается
уравнение Шредингера с потенциалом:

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
ψ(𝑟,𝑡) =

[︂
− ℏ2

2𝑚
∇2 + 𝑉 (𝑟)

]︂
ψ(𝑟,𝑡) (2.23)
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Решение для произвольного шага:

ψ(𝑡+Δ𝑡) = 𝑈(Δ𝑡)ψ(𝑡), 𝑈(Δ) = exp− 𝑖

ℏ
𝐻̂Δ𝑡 (2.24)

Где гамильтониан 𝐻̂ = 𝑇 + 𝑉

𝑇 = − ℏ2

2𝑚
∇2, [𝑉ψ](𝑟) = 𝑉 (𝑟)ψ(𝑟) (2.25)

Аппроксимируем оператор эволюции с порядком малости 𝑂(Δ𝑡):

𝑈(Δ𝑡) ∼ 𝑒−
𝑖
2ℏ𝑉Δ𝑡𝑒−

𝑖
ℏ𝑇Δ𝑡𝑒−

𝑖
2ℏ𝑉Δ𝑡3 (2.26)

Параксиальное приближение:

ψ(𝑟, 𝑧, 𝑡) ∼ 𝑒𝑖(𝑘𝑧−ω𝑡)𝑢(𝑟,𝑧) (2.27)

где ω = ℏ𝑘2
2𝑚

𝑖𝜕𝑧𝑢(𝑟, 𝑧) = − 1

2𝑘
∇2

⊥𝑢(𝑟,𝑧) (2.28)

Алгоритм (сложность 𝑁 log𝑁):
1. Производится Быстрое Преобразование Фурье (FFT) для поля

𝑢(𝑥,𝑦,𝑧), получается поперечный спектр ̃︀𝑢(𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑧);
2. Умножение на пропагатор

𝑈𝑇 (𝑘𝑥,𝑘𝑦) = exp

[︂
−𝑖Δ𝑧

2𝑘
(𝑘2𝑥 + 𝑘2𝑦)

]︂
(2.29)

3. Применение обратного FFT для получения обновленного поля
𝑢(𝑥,𝑦,𝑧 +Δ𝑧).

Для параксиального приближения описание апертур и масок и тонких эле­
ментов происходит через 𝐴(𝑥,𝑦) ∈ [0,1] на выбранной 𝑧-плоскости:

𝑢(𝑥,𝑦,𝑧−0 ) = 𝐴(𝑥,𝑦)𝑢(𝑥,𝑦,𝑧+0 ) (2.30)

Резкая апертура соответствует 𝐴 = 1 внутри и 𝐴 = 0 снаружи, на практике
используется плавный переход 𝐴(𝑥,𝑦) для улучшения численной стабиль­
ности за счет уменьшения высокочастотных артефактов [31].
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Рисунок 2.2 — Дифракция закрученных бесселевских пучков с 𝐸kin =

100 keV и 𝑚 = −5,−1, 0, 1, 2,5, проходящих через равностороннюю тре­
угольную апертуру со стороной 𝐿 = 400 нм; расстояние между апертурой
и экраном 𝑧 = 0,2 м. Число точек на сторону: |𝑚|+ 1 и смена ориентации

при 𝑚 → −𝑚 задают величину и знак ОУМ.

2.5 Аналитические выражения для треугольной маски

В дальнейшем используются координаты для экрана (𝑥,𝑦,𝑧) и для
щели (𝑥′,𝑦′,0). Для закрученного пучка с топологическим зарядом 𝑚 и
медленно меняющейся огибающей 𝑢(𝑥′,𝑦′):

ψin (𝑥
′, 𝑦′) = ρ′|𝑚|𝑒𝑖𝑚φ

′
𝑢 (𝑥′, 𝑦′) =

⎧⎨⎩(𝑥′ + 𝑖𝑦′)𝑚 𝑢, 𝑚 ⩾ 0,

(𝑥′ − 𝑖𝑦′)|𝑚| 𝑢, 𝑚 < 0,
(2.31)
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воспользуемся преобразованием ℱ [𝑥′𝑝𝑦′𝑞𝐴 (𝑥′, 𝑦′)] = 𝑖𝑝+𝑞𝜕𝑝
𝑘𝑥
𝜕𝑞
𝑘𝑦
𝐴(k) и по­

лучим

˜︁𝐴ψin (k) ∝
|𝑚|∑︁
𝑝=0

(︂
|𝑚|
𝑝

)︂
(±𝑖)|𝑚|−𝑝𝑖𝑝𝜕𝑝

𝑘𝑥
𝜕
|𝑚|−𝑝
𝑘𝑦

𝐴(k), (2.32)

где верхний знак берется для 𝑚 > 0. Таким образом, вихрь действует как
дифференциальный оператор |𝑚|-го порядка в k-пространстве, выделяя
быстро меняющиеся области величины 𝐴 в виде ярких пятен. Число таких
пятен равно количеству пар неотрицательных чисел (𝑝,𝑞), удовлетворяю­
щих условию 𝑝 + 𝑞 ⩽ |𝑚|:

𝑁(|𝑚|) =
|𝑚|∑︁
𝑝=0

|𝑚|−𝑝∑︁
𝑞=0

1 =
(|𝑚|+ 1)(|𝑚|+ 2)

2
. (2.33)

Рассматривается треугольник с вершинами 𝑣0,𝑣1,𝑣2 для плоскости апер­
туры 𝑧 = 0.

e1 = v1 − v0, e2 = v2 − v0 (2.34)

Амплитуда Фурье для щели:

𝐴 =

∫︁ ∫︁
Δ

= 𝑒−𝑖𝑘·𝑟𝑑2𝑟, 𝑘 = (𝑘𝑥, 𝑘𝑦). (2.35)

Параметризация для внутренности щели:

r(𝑠,𝑡) = v0 + 𝑠e1 + 𝑡e2, 𝑠 ⩾ 0, 𝑡 ⩾ 0, 𝑠+ 𝑡 ⩽ 1, (2.36)

с Якобианом

𝐽 = |e1 × e2|, (2.37)

который равен удвоенной площади треугольника. Вводя линейные формы

α = k · e1, β = k · e2, (2.38)

интеграл преобразуется к виду

𝐴(k) = 𝐽𝑒−𝑖k·v0

∫︁ 1

0

𝑑𝑠

∫︁ 1−𝑠

0

𝑑𝑡𝑒−𝑖(α𝑠+β𝑡) (2.39)

Интегрирование по 𝑠 и 𝑡 позволяет получить аналитическое выражение в
замкнутом виде:

𝐴(k) = 𝐽𝑒−𝑖k·v0
α𝑒−𝑖β − β𝑒−𝑖α − (α− β)

αβ(α− β)
(2.40)
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Коэффициенты α, β и α− β соответсвуют трем выделенным направлени­
ям в k-пространстве, каждое из которых ортогонально соответсвующему
ребру; вдоль этих направлений 𝐴(k) формирует ярко выраженные линии
гребней с чередующими максимумами и минимумами. Их суперпози­
ция порождает характерную шестилучевую (гексагональную) симметрию
интенсивности в дальней зоне. Определим базисные векторы обратной
решетки G1,G2 соотношением e𝑖 · G𝑗 = 2πδ𝑖𝑗. Для равностороннего
треугольника со стороной 𝐿 имеет |G1| = |G2| = 4π/(

√
3𝐿) с углом

∠(G1,G2) = 60∘. Три семейства линий конструктивной интерференции

α = 2π𝑝, β = 2π𝑞, α− β = 2π𝑠, 𝑝,𝑞,𝑠 ∈ 𝒵, (2.41)

пересекаются в узлах обратной решетки

k𝑝,𝑞 = 𝑝G1 + 𝑞G2, 𝑝,𝑞 ∈ 𝒵, (2.42)

которые отображаются на координаты детектора посредством соотноше­
ния для дальней зоны. Расстояние между ближайшими соседями вдоль
направления базисного вектора обратной решетки пересчитывается в шаг
в плоскости детектора:

Δ =
λдБ𝑧

2π
|G1| =

2λдБ𝑧√
3𝐿

(2.43)

Дифференциальный отбор |𝑚|-го порядка выделяет конечное подмноже­
ство таких узлов; в частности, подсвечиваются узлы с неотрицательными
индексами (𝑝,𝑞) и 𝑝+ 𝑞 ⩽ |𝑚|, а общая ориентация треугольной структуры
меняется на противоположную при замене 𝑚 → −𝑚.

2.6 Обсуждение результатов.

Круговая апертура не чувствительна к знаку ОУМ, но позволяет оце­
нить его модуль. Показано, что дифракционная картина круговой щели
(Рис. 2.1) сохраняет осевую симметрию независимо от знака топологиче­
ского заряда m. Радиус первого яркого кольца монотонно возрастает с
увеличением |𝑚|, что дает возможность определять абсолютную величи­
ну ОУМ пучка.
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Рисунок 2.3 — Аналитическая фурье-амплитуда для равносторонней тре­
угольной апертуры (сторона 𝐿 = 0.5 мкм). Цветовая шкала отображает
𝑆дБ = 10 log10(𝐴(k)|2/maxk |𝐴(k)|2); оси 𝑞𝑥 = 𝑘𝑥𝐿, 𝑞𝑦 = 𝑘𝑦𝐿. Пунктирными
линиями показаны три семейства гребней, ортогональных сторонам аперту­
ры: α = k ·e1 = 0, β = k ·e2 = 0 и α−β = k ·(e1−e2) = 0; их суперпозиция
обеспечивает характерную гексагональную симметрию. Светлыми кружка­
ми отмечены узлы обратной решетки k𝑝,𝑞 = 𝑝G1+𝑞G2, выделяемые вихрем
с зарядом 𝑚, где 𝑝,𝑞 ⩾ 0 и 𝑝+ 𝑞 ⩽ |𝑚| (здесь |𝑚| = 4; знак 𝑚 меняет ори­
ентацию на противоположную). Вблизи начала координат несколько узлов

снабжены индексами (𝑝,𝑞).

Треугольная апертура раскрывает знак и величину ОУМ. Для рав­
носторонней треугольной щели (Рис. 2.2) нарушение осевой симметрии
приводит к появлению характерных "точек"на сторонах дифракционной
картины. Количество таких точек равно |𝑚|+1, а ориентация рисунка ме­
няется при замене 𝑚 → −𝑚. Это позволяет однозначно определить как
модуль, так и знак топологического заряда.

Метод FFT дает хорошее согласие с аналитическим результатом.
Его использование обеспечивает эффективное вычисление дифракционных
картин для пучков Бесселя и Лагерра-Гаусса с различными 𝑚.
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Установлено, что разрешающая способность ограничена размером
апертуры, расстоянием до экрана и длиной волны (кинетической энерги­
ей частиц). Для малых |𝑚| различия в дифракционных картинах наиболее
выражены, что важно для экспериментальной идентификации.

Метод не требует сложных интерфероментрических систем и может
быть применен к пучкам массивных частиц (электронов, ионов) в обла­
сти высоких энергий. Простота реализации делает его перспективным для
диагностики закрученных состояний в ускорительных экспериментах.

Анализ проведен в параксиальном приближении для бесконечно тон­
ких апертур; в реальном эксперименте необходимо учитывать конечную
толщину щели и возможные аберрации.

Показано, что треугольная апертура является простым и надежным
диагностическим инструментом для измерения знака и величины ОУМ,
что особенно важно для экспериментов, где закрученные состояния возни­
кают естественным образом (например, в распадах частиц).
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Глава 3. Спин-орбитальное состояние пары
фермион-антифермион в распаде (псевдо)скалярной частицы

3.1 Лагранжиан. Определения

В последнее время начало развиваться новое применение закручен­
ных состояний, теперь в физике элементарных частиц и высоких энергий.
В данной работе представленно описание естественного возникновения
закрученных состояний в распада скалярной частицы на фермион-анти­
фермионную пару (𝐻 → 𝑓𝑓).

Двучастичные распады бесспиновой частицы допускают в конечных
состояниях 𝐿 = 0 и 𝐿 ̸= 0 из-за симметрии. В тоже время закон сохранения
импульса фиксирует фермион и антифермион "спиной к спине". Это часто
создает впечатление, что ненулевой орбитальный момент (ОУМ) противо­
речит кинематике.

Причиной этого противоречия является рассмотрение задачи в им­
пульсном представлении. Получив матричный элемент для 0± → 𝑓𝑓 ,
выражение для амплитуды в импульсном пространстве и соотвествующую
волновую функцию ψ(𝑟,𝑠1, 𝑠2). Для скалярной частицы в дальнейшем бу­
дет получено

ψ(𝑟) ∝ 𝑗1(𝑝𝑟)χ
†(𝑠1)(σ · 𝑟)η(𝑠2),

т.е. чистая 𝐿 = 1 (P-волна) в терминах относительной координаты. Разло­
жение σ·𝑟 в сферические тензоры показывает, что фиксирование проекции
спина по одной оси выделяет единственную сферическую гармонику 𝑌1𝑚

(определенна проекция ОАМ 𝑚). Поэтому определенные спиновые конфи­
гурации соответствуют определенным 𝑚 в пределах мультиплета 𝐿 = 1
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3.2 Ширина распада для 𝐻 → 𝑓 + 𝑓

Матричный элемент 𝐻 → 𝑓 + 𝑓 :

𝑖ℳ = 𝑖
𝑚𝑓

𝑣
𝑢(𝑝1,𝑠1)𝑣(𝑝2,𝑠2), (3.1)

где 𝑚𝑓 - масса фермиона, 𝑣 = (
√
2𝐺𝐹 )

−1/2 ≈ 246 ГэВ - вакуумное сред­
нее поля Хиггса, 𝑢, 𝑣 - спиноры Дирака для фермиона и антифермиона
соответственно [32]. Ширина распада вычисляется как:

𝑑Γ

𝑑Ω
=

β𝑓𝑁𝐶

64π2𝑚𝐻
|𝑖ℳ|2, (3.2)

где 𝑁𝐶 = 1 для лептонов и 𝑁𝐶 = 3 для кварков, β𝑓 =
√︁

1− 4𝑚2
𝑓/𝑚

2
𝐻 -

скорость фермиона, 𝑚𝐻 - масса бозона Хиггса.
Тогда квадрат матричного элемента, просуммированный по по поля­

ризациям равен:

|𝑖ℳ|2 =
4𝑚2

𝑓

𝑣2
(︀
(𝑝1, 𝑝2)−𝑚2

𝑓

)︀
=

2𝑚2
𝐻𝑚

2
𝑓β

2
𝑓

𝑣2
, (3.3)

Обобщая формулу (3.3) на случай кварков и с учетом (3.2) получим ши­
рину распада:

Γ =
𝐺𝐹𝑁𝐶

4
√
2π

𝑚𝐻𝑚
2
𝑓β

3
𝑓 . (3.4)

Вероятность распада увеличивается с ростом массы фермиона, но т.к.
𝑚𝐻 ∼ 125 ГэВ, распад на 𝑡𝑡 запрещен.

Вычисляя квадрат матричного элемента, без суммирования по спи­
новым состояниям 𝑓 + 𝑓

|𝑖ℳ|2 =
𝑚2

𝑓

4𝑣2
Tr ((𝑝1 +𝑚𝑓)(1 + γ5𝑠1)(𝑝2 −𝑚𝑓)(1 + γ5𝑠2)) ,

=
𝑚2

𝑓𝑚
2
𝐻β

2
𝑓

2𝑣2
[1 + (ξ1,ξ2)− 2(ξ1,𝑛)(ξ2,𝑛)] ,

(3.5)

где n - единичный вектор вдоль импульса фермиона 𝑝1, ξ1, ξ2 - единичные
векторы, напраленные по спинам фермиона и антифермиона в системах
покоя.
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Дифференциальная ширина распада бозона Хиггса:

𝑑Γ

𝑑Ω
=

𝑁𝐶β
3
𝑓𝑚

2
𝑓𝑚𝐻

√
2𝐺𝐹

128π2
[1 + (ξ1,ξ2)− 2(ξ1,𝑛)(ξ2,𝑛)] . (3.6)

Из формулы (3.6) находится вероятность распада с произвольными спина­
ми. Два частных случая следуют из этой формулы:

(i) Спины ξ1 и ξ2 поперечны вектору n. Определим угол φ как

(ξ1 · ξ2) = cosφ. (3.7)

Тогда формулу (3.6) можно переписать

𝑑Γ

𝑑Ω
=

𝑁𝐶β
3
𝑓𝑚

2
𝑓𝑚𝐻

√
2𝐺𝐹

128π2
(1 + cosφ). (3.8)

Пара фермион-антифермион рождается с большей вероятностью если их
спины параллельны друг другу Sξ1 = ±1, тогда пара 𝑓+𝑓 должна обладать
проекцией орбитального вдоль направления спина с противоположным зна­
ком: 𝐿ξ1 = ∓1, как показано на Рис. 3.1 (ii) Спины ξ1 и ξ2 параллельны

Рисунок 3.1 — Поперечно направленные спины фермиона и антифермиона
с полным спином S = −1 и компенсирующим орбитальным моментом L =

1

вектору n, т.е. поляризация продольная для фермиона λ1 и антиферми­
она λ2:

(ξ1 · 𝑛) = λ1, (ξ2 · 𝑛) = −λ2, (ξ1 · ξ2) = −λ1λ2. (3.9)

Ширина распада равняется:

Γ =
𝑁𝐶β

3
𝑓𝑚

2
𝑓𝑚𝐻

√
2𝐺𝐹

32π
(1 + λ1λ2). (3.10)

Из формулы следует, что у фермиона и антифермиона одинаковые поляри­
зации λ1 = λ2 = ±1. Проекция полного спина на рана нулю, тогда проекция
орбитального момента на ту же ось также равна нулю как показано на
Рис. 3.2.
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Рисунок 3.2 — Продольно направленные спины фермиона и антифермиона
с полным спином S = 0

3.3 Волновая функция в импульсном и координатном
представлениях

Рассматривается распад скалярного бозона Хиггса,

𝐻 → 𝑓 + 𝑓,

в пару фермиона 𝑓 и антифермиона 𝑓 со спиновыми 3-векторами 𝑠1 и 𝑠2,
соответственно. Конечное состояние может быть разложено в импульсном
представлении как

|𝑓𝑓⟩ =
∫︁

𝑑𝑝1

(2π)3
𝑑𝑝2

(2π)3

̃︀ψ𝑟1𝑟2(𝑝1,𝑝2)√︀
2𝐸𝑝1

2𝐸𝑝2

|𝑝1,𝑟1;𝑝2,𝑟2⟩, (3.11)

где ̃︀ψ - волновая функция в импульсном представлении и 𝑟𝑖 - проекция
вектора спина 𝑠𝑖 на ось z в конфигурационном пространстве. Двучастичное
состояние определяется как

|𝑝1,𝑟1;𝑝2,𝑟2⟩ =
√︀
2𝐸𝑝1

2𝐸𝑝2
𝑎†𝑟1(𝑝1)𝑏

†
𝑟2
(𝑝2) |0⟩, (3.12)

где 𝑎†𝑟(𝑝), 𝑏†𝑟(𝑝) операторы рождения для фермиона и антифермиона со­
ответственно. Волновая функция ψ в конфигурационном пространстве
может быть найдена как Фурье преобразование ̃︀ψ:

ψ𝑟1𝑟2(𝑥1,𝑥2) =

∫︁
𝑑𝑝1

(2π)3
𝑑𝑝2

(2π)3
̃︀ψ𝑟1𝑟2(𝑝1,𝑝2)×

× 𝑒+𝑖(𝑝1·𝑥1+𝑝2·𝑥2).

(3.13)

Отметим, что ψ(𝑠1) определена для фиксированной проекции спиновых
векторов на произвольную ось. Поскольку S-матрица является оператором
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эволюции, проецируя квантовое состояние 𝑆|𝐻⟩ на двучастичное Фоков­
ское состояние ⟨𝑝1,𝑟1;𝑝2,𝑟2| дает

̃︀ψ𝑟1𝑟2(𝑝1,𝑝2) =
⟨𝑝1,𝑟1;𝑝2,𝑟2|𝑆|𝐻⟩√︀

2𝐸𝑝1
2𝐸𝑝2

= (2π)4δ4(𝑃 − 𝑝1 − 𝑝2)
𝑖ℳ𝑟1𝑟2(𝑝1,𝑝2)√︀

2𝐸𝑝1
2𝐸𝑝2

,

(3.14)

где 𝑃 - это 4-импульс Хиггсовского бозона. Элемент 𝑆-матрицы для плос­
кой волны

𝑖ℳ𝑟1𝑟2(𝑝1,𝑝2) = 𝑖
𝑚𝑓

𝑣
𝑢𝑟1(𝑝1) 𝑣𝑟2(𝑝2) , (3.15)

вычислен в ведущем порядке Стандарной Модели. 𝑚𝑓 здесь это масса фер­
миона и 𝑣 вакуумное среднее поля Хиггса. Воспользуемся (3.13), (3.14),
и (3.15)

ψ𝑟1𝑟2(𝑟) = ψ𝑟1𝑟2(𝑥1,𝑥2)

= 𝑖
𝑚𝑓 𝑝

16π2𝑣

∫︁
𝑑Ω𝑛 𝑒 𝑖𝑝𝑛·𝑟 𝑢𝑟1(𝑝𝑛) 𝑣𝑟2(−𝑝𝑛) ,

(3.16)

где 𝑟 = 𝑥1 − 𝑥2 относительная координата, 𝐸𝑝 = 𝑚𝐻/2, 𝑝 =
√︁

𝐸2
𝑝 −𝑚2

𝑓 ,
и интегрирование происходит по единичной сфере 𝑑Ω𝑛. С помощью
𝐷-матрицы Вигнера можно задать волновую функцию в конфигураци­
онном пространстве, полагая произвольное направление векторов спина:
Запишем волновую функцию как повернутую комбинацию компонент
𝑧-базиса.

ψρ1ρ2(𝑟; 𝑠1,𝑠2) =
∑︁

𝑟1,𝑟2=±
𝐷(1/2)

𝑟1ρ1
(𝑠1)𝐷

(1/2)
𝑟2ρ2

(𝑠2)ψ𝑟1𝑟2(𝑟), (3.17)

где 𝑠𝑖 = (sinθ𝑖 cosφ𝑖, sinθ𝑖 sinφ𝑖, cosθ𝑖) 𝑆𝑈(2) вращение которое сопостав­
ляет z и s (Углы Эйлера φ,θ,0)

𝐷(1/2)(𝑠𝑖) = 𝑒−𝑖φ𝑖σ𝑧/2 𝑒−𝑖θ𝑖σ𝑦/2 =

=

(︃
cos θ𝑖2 − 𝑒−𝑖φ𝑖 sin θ𝑖

2

𝑒𝑖φ𝑖 sin θ𝑖
2 cos θ𝑖2

)︃
.

(3.18)

Таким образом перейдем к произвольным осям вращения для 𝑠1, 𝑠1:

ψρ1ρ2(𝑟; 𝑠1,𝑠2) =

= 𝑖
𝑚𝑓 𝑝

16π2𝑣

∫︁
𝑑Ω𝑛 𝑒 𝑖𝑝𝑛·𝑟 𝑢ρ1(𝑝𝑛,𝑠1) 𝑣ρ2(−𝑝𝑛,𝑠2),

(3.19)
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где вращение спиноров для фиксированного 𝑧-базиса Для фермиона:

𝑢ρ(𝑝𝑛,𝑠) =
∑︁
𝑟=±

𝐷(1/2)
𝑟ρ (𝑠)𝑢𝑟(𝑝𝑛) =

=

(︃ √︀
𝐸𝑝 +𝑚𝑓 χρ(𝑠)√︀

𝐸𝑝 −𝑚𝑓 (σ · 𝑛) χρ(𝑠)

)︃ (3.20)

И антифермиона:

𝑣ρ(−𝑝𝑛,𝑠) =
∑︁
𝑟=±

𝐷(1/2)
𝑟ρ (𝑠) 𝑣𝑟(−𝑝𝑛) =

=

(︃
−
√︀

𝐸𝑝 −𝑚𝑓 (σ · 𝑛) ηρ(𝑠)√︀
𝐸𝑝 +𝑚𝑓 ηρ(𝑠)

)︃
.

(3.21)

Спиноры Паули χρ(𝑠) и ηρ(𝑠) задаются (3.25). Произведение

𝑢ρ1(𝑝𝑛,𝑠1) 𝑣ρ2(−𝑝𝑛,𝑠2) = −2𝑝χ†ρ1(𝑠1) (σ · 𝑛)ηρ2(𝑠2)

под интегралом определяет волновую функцию в конфигурационном про­
странстве. Посчитаем интеграл по углу (3.19):∫︁

𝑑Ω𝑛 𝑒 𝑖𝑝𝑛·𝑟 𝑛 = 4π𝑖 𝑗1(𝑝𝑟)𝑟, 𝑟 = 𝑟/𝑟, (3.22)

где 𝑛 = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ), и таким образом получаем выраже­
ние для функции в конфигурационном пространстве:

ψρ1ρ2(𝑟; 𝑠1,𝑠2) =
𝑚𝑓 𝑝

2

2π𝑣
χ†ρ1(𝑠1) (σ · 𝑟)ηρ2(𝑠2) 𝑗1(𝑝𝑟) (3.23)

Пусть χ𝑟(s) это нормализованный собственный спинор σ·s с собствен­
ным значением 𝑟 = ±1 (что соответствует спину "вверх/вниз"вдоль s),
когда η𝑟(s) = 𝑖σ2χ*𝑟(s) определена для антифермионного спинора Паули.
Тогда матрицы поляризации имеют вид:

χ𝑟(s)χ
†
𝑟(s) =

1

2

(︁
1 + 𝑟 s·σ

)︁
,

η𝑟(s)η
†
𝑟(s) =

1

2

(︁
1− 𝑟 s·σ

)︁ (3.24)

И спиноры Паули:

χ+(𝑠) =

(︃
cos θ2

𝑒𝑖φ sin θ
2

)︃
, χ−(𝑠) =

(︃
− 𝑒−𝑖φ sin θ

2

cos θ2

)︃

η+(𝑠) =

(︃
𝑒−𝑖φ sin θ

2

− cos θ2

)︃
, η−(𝑠) =

(︃
cos θ2

− 𝑒𝑖φ sin θ
2

)︃
.

(3.25)
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Тогда,

|ψρ1ρ2|2 ∝ Tr
[︀
χρ1(𝑠1)χ

†
ρ1
(𝑠1)(σ · 𝑟)ηρ2(𝑠2)η†ρ2(𝑠2)(σ · 𝑟)

]︀
=

1

4
Tr
[︀
(σ · 𝑟)2 − ρ1ρ2(σ · 𝑠1)(σ · 𝑟)(σ · 𝑠2)(σ · 𝑟)

]︀
=

1

2

[︁
1− ρ1ρ2

(︁
(𝑠1 · 𝑟)(𝑠2 · 𝑟)− (𝑠1 × 𝑟) · (𝑠2 × 𝑟)

)︁]︁
=

1

2

[︁
1 + ρ1ρ2

(︁
(𝑠1 · 𝑠2)− 2(𝑠1 · 𝑟)(𝑠2 · 𝑟)

)︁]︁
(3.26)

Окончательно получим

|ψρ1ρ2(𝑟; 𝑠1,𝑠2)|2 =
(︁𝑚𝑓 𝑝

2

2π𝑣

)︁2
𝑗21(𝑝𝑟)

1

2
×

×
[︁
1 + ρ1ρ2

(︀
𝑠1 ·𝑠2 − 2(𝑠1 ·𝑟)(𝑠2 ·𝑟)

)︀]︁
.

(3.27)

3.4 Псевдоскалярный случай

Воспользуемся разложением

σ · 𝑟 =

√︂
4π

3

+1∑︁
𝑚=−1

𝑌1𝑚(𝑟)σ
(1)
𝑚 , (3.28)

где
σ
(1)
0 = σ𝑧, σ

(1)
±1 = ∓σ𝑥 ± 𝑖σ𝑦√

2

тогда волновая функция в (3.23) может быть записана как

ψρ1ρ2(𝑟; 𝑠1,𝑠2) ∝
+1∑︁

𝑚=−1

𝑌1𝑚(𝑟)𝐴𝑚(𝑠1,𝑠2), (3.29)

где
𝐴𝑚(𝑠1,𝑠2) = χ

†
ρ1
(𝑠1)σ

(1)
𝑚 ηρ2(𝑠2)

Можно заметить, что ее пространственная часть это 𝐿 = 1 волна. Ко­
эффициенты 𝐴𝑚 являются чисто спиновыми факторами; они фиксируют
значения 𝑚 = −1,0,+1 для любого выбранного 𝑠1,2 и для ρ1,2 = ±1. Когда
𝑠1 = 𝑠2 ≡ 𝑠 естественно выбирать ось квантования орбитального момента
по 𝑠. В этом базисе

𝐴𝑚(𝑠,𝑠) = χ
†
ρ1
(𝑠)σ(1)𝑚 ηρ2(𝑠)
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подчиняется правилам отбора

𝐴0 ̸= 0 если ρ1 = −ρ2, 𝐴±1 ̸= 0 если ρ1 = ρ2, (3.30)

с общими фазами фиксированными по соглашению Следовательно,

ψρ1ρ2(𝑟; 𝑠,𝑠) ∝ 𝑗1(𝑝𝑟)
+1∑︁

𝑚=−1

𝑌1𝑚(𝑟; 𝑠)𝐴𝑚(𝑠,𝑠).

Вычисляя в двух экстремумах полярного угла θ для 𝑟, учитывая 𝑠:
1. 𝑠1 = 𝑠2 = 𝑟 (θ = 0): только антипараллельные результаты выжи­

вают,
|ψ|2 ∝ (1− ρ1ρ2),

и из (3.30) это проецируется на чистую 𝑚 = 0 компоненту,

ψ ∝ 𝑗1(𝑝𝑟)𝑌1,0(𝑟; 𝑠).

2. 𝑠1 = 𝑠2 ⊥ 𝑟 (θ = π/2): только параллельные результаты выжива­
ют,

|ψ|2 ∝ (1 + ρ1ρ2),

и (3.30) выбирает чистый 𝑚 = ±1 сектор,

ψ ∝ 𝑗1(𝑝𝑟)
[︀
𝑌1,+1(𝑟; 𝑠) or 𝑌1,−1(𝑟; 𝑠)

]︀
,

со знаком, который кореллирует с (ρ1,ρ2) по выбранной спинорной
фазе.

Рисунок 3.3 — Графики квадратов модулей сферических гармоник
|𝑌 −1

1 |2,|𝑌 0
1 |2,|𝑌 1

1 |2.
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Поэтому, фиксированние собственных состояний спина по общей оси,
проецирует относительное движение на единственное сферическое ОУМ
состояние 𝐿 = 1. В частности, случай (i) дает 𝑚 = 0, когда случай (ii)
𝑚 = ±1. Для псевдоскалярной связи амплитуда равна:

𝑖ℳρ1ρ2 = 𝑖
𝑚𝑓

𝑣
𝑢ρ1(𝑝𝑛,𝑠1)γ

5 𝑣ρ2(−𝑝𝑛,𝑠2), (3.31)

и со стандартными Дираковскими спинорами находим (в системе покоя
Хиггса)

𝑢ρ1(𝑝𝑛,𝑠1)γ
5 𝑣ρ2(−𝑝𝑛,𝑠2) = 2𝐸𝑝 χ

†
ρ1
(𝑠1)ηρ2(𝑠2), (3.32)

независимо от 𝑛. Волновая функция в координатном представлении тогда

ψρ1ρ2(𝑟; 𝑠1,𝑠2) =
𝑚𝑓𝐸𝑝

2π𝑣
𝑗0(𝑝𝑟) χ

†
ρ1
(𝑠1)ηρ2(𝑠2), (3.33)

чистая парциальная волна 𝐿 = 0. Ее квадрат модуля

|ψρ1ρ2|2 =
(︁𝑚𝑓𝐸𝑝

2π𝑣

)︁2
𝑗20(𝑝𝑟)

1

2

[︁
1− ρ1ρ2 𝑠1 ·𝑠2

]︁
. (3.34)

Таким образом псевдоскаляр соотвествует 𝑆-волновому синглету: для 𝑠1 =

𝑠2 выживают только антипараллельные результаты, и отсутствует зависи­
мость от 𝑟. Для ε1, ε2 ∈ C мы можем разложить |ψ|2 используя тождество

|ψ|2 = |ε1ψ𝑆 + ε2ψ𝑃 |2

= |ε1|2|ψ𝑆|2 + |ε2|2|ψ𝑃 |2 + 2ℜ(ε1ε*2ψ𝑆ψ
*
𝑃 )

(3.35)

Для интерференционного члена мы получаем

ψ𝑆ψ
*
𝑃 ∝ 𝑖 𝑗0(𝑝𝑟)𝑗1(𝑝𝑟)χ

†
ρ1
(𝑠1)(σ · 𝑟)ηρ2(𝑠2)⏟  ⏞  

𝑆

η†ρ2(𝑠2)χρ1(𝑠1)⏟  ⏞  
𝑃 *

3.5 Смешанный случай

Используя (3.24) мы получаем

𝑆𝑃 * = χ†ρ1(𝑠1)(σ · 𝑟)1
2

(︁
1− ρ2 s·σ

)︁
χρ1(𝑠1) =

=
1

2
χ†ρ1(𝑠1)(σ · 𝑟)χρ1(𝑠1)−

1

2
ρ2χ

†
ρ1
(σ · 𝑟)(σ · 𝑠2)χρ1(𝑠1)

(3.36)
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Некоторые полезные тождества:

χ†ρ1(𝑠1)(σ · 𝑟)χρ1(𝑠1) = ρ1(𝑟 · 𝑠1)
(σ · 𝑟)(σ · 𝑠2) = 𝑟 · 𝑠2 + 𝑖σ · (𝑟 × 𝑠2)

χ†ρ1(𝑠1)(σ · 𝑟)(σ · 𝑠2)χρ1(𝑠1) = 𝑟 · 𝑠2 + 𝑖ρ1𝑠1 · (𝑟 × 𝑠2)

(3.37)

Учитывая (3.37) мы получаем:

𝑆𝑃 * =
1

2
ρ1(𝑟 · 𝑠1)−

1

2
ρ2(𝑟 · 𝑠2)−

𝑖

2
ρ1ρ2𝑠1 · (𝑟 × 𝑠2)

Таким образом

2ℜ(ε1ε*2ψ𝑆ψ
*
𝑃 ) =

𝑚2
𝑓

4π2𝑣2
ε1ε

*
2𝑗

2
0(𝑝𝑟)𝑗

2
1(𝑝𝑟)ρ1ρ2𝑠1 · (𝑟 × 𝑠2)

Полное выражение:

|ψ|2 =
𝑚2

𝑓

4π2𝑣2

[︁
|ε1|2𝑝4𝑗21(𝑝𝑟) [1 + ρ1ρ2 (𝑠1 · 𝑠2 − 2(𝑠1 · 𝑟)(𝑠2 · 𝑟))]

+ |ε2|2𝐸2
𝑝𝑗

2
0(𝑝𝑟) [1− ρ1ρ2(𝑠1 · 𝑠2)]

+ ε1ε
*
2𝑗

2
0(𝑝𝑟)𝑗

2
1(𝑝𝑟)ρ1ρ2𝑠1 · (𝑟 × 𝑠2)

]︁ (3.38)

Рисунок 3.4 — Угловое распределение квадрата волновой функции
|ψ(θ,φ)|2 в смешанном скалярно-псевдоскалярном распаде при заданных

спиновых корреляциях.
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3.6 Обсуждение результатов

Определение CP свойств бозона Хиггса было центральной темой по­
сле его открытия в 2012 [33; 34]. Ранние анализы 𝐻 → 𝑍𝑍 и 𝐻 → 𝑍𝑍

распадов исключают чистую псевдоскалярную гипотезу [33; 34]. Одна­
ко, эти каналы исследуют связь Хиггса с калибровочными бозонами и
лишь косвенно чувственны к возможным примесям нечетных 𝐶𝑃 в вза­
имодействиях Юкавы. Прямой доступ к 𝐶𝑃 структуре фермионной связи
опеспечиваются 𝐻 → τ+τ−, где нарушение четности слабых распадов τ
лептонов играют роль эффективных анализаторов спина.

Разработана обширная феноменологическая программа для опреде­
ления угла смешивания скалярных и псевдоскалярных величин φτ (или
эквивалентно α𝐻ττ) из угловых корелляций в 𝐻 → ττ распадов в адрон­
ных колайдерах [35—44]. Обычно используются две взаимодополняющие
стратегии. Метод параметра-взаимодействия (impact-parameter method)
применим ко всем модам распада τ с заряженными конечными состояния­
ми [35—38]. Метод плоскости распада ρ (ρ-decay plane method) использует
усиленную чувствительность канала в котором оба τ лептона распадают­
ся через промежуточные ρ мезоны [40—44]. В обоих подходах основная
наблюдаемая это 𝐶𝑃 -нечетная угловая корреляция сконструированная че­
рез наблюдаемые продукты распада.

Обширный феноменологический анализ был произведен в [39], где
авторы определили знаковый угол φ*

𝐶𝑃 между двумя плоскостями τ распа­
да и изучили его чувствительность к углу смешивания. Включая фоновые
эффекты Дрелла-Яна и эффекты детектора, они определили что φτ мо­
жет быть измерен с неопределенностью Δφτ ≈ 15∘ (9∘) на БАК с
150 fb−1 (500 fb−1), улучшая примерно до 4∘ at 3 ab−1. Они также проде­
монстрировали то, что фон Дрелла-Яна порождает примерно плоское φ*

𝐶𝑃

распределение, поскольку оно не содержит структуры интерференции ска­
лярно-псевдоскалярной, характерной для смешанной связи Юкавы.

Эффекты проявились в первом экспериментальном измерении в от
коллаборации CMS [45]. Используя Run 2 датасет при

√
𝑠 = 13TeV со­

ответствуя 137 fb−1, CMS реконструировали аклопланарный угол φ𝐶𝑃 в
нескольких каналах распада (τµτℎ, τ𝑒τℎ и τℎτℎ) и определили эффективный
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угол смешивания α𝐻ττ = −1 ± 19∘, соответствующий предсказанию Стан­
дартной Модели. Чисто нечетная 𝐶𝑃 связь была исключена на уровне 3 3σ.

Смешанная скалярная–псевдоскалярная волновая функция выведен­
ная в этой работе обеспечивает прямой теоретический источник таких
𝐶𝑃 -чувствительных наблюдаемых. В ур. (3.38) получен вклад интерфе­
ренции в плотность вероятности.

∝ 𝑟 ·
(︀
s1 × s2

)︀
,

где 𝑟 это единичный вектор вдоль относительной координаты. В системе
покоя Хиггса, 𝑟 сонаправлен с направлением импульса фермиона, таким
образом, эта структура соответствует тройному произведению спина и им­
пульса. Она нечетна относительно CP и возникает из-за интерференции
между скалярной (𝐿 = 1) и псевдоскалярной (𝐿 = 0) компонент волно­
вой функции.

Наблюдаемые используемые в эксперименте - это импульсное пред­
ставление этой структруры. В частности:

1. Корреляция тройного произведения в [39],

𝒪* = q̂*− ·
(︀
n̂+
⊥ × n̂−

⊥
)︀
,

является индикатором фундаментальной корреляции. 𝑟 · (s1 × s2),
при этом продукты распада кодируют направления спиной роди­
тельской частицы.

2. Знаковый угол φ*
𝐶𝑃 (или φ𝐶𝑃 в анализе CMS [45]) воспроизво­

дит характеристическую 2φτ фазовую зависимость генерируется
скалярно–псевдоскалярной связи.

3. Почти плоскость фона Дрелла-Яна в φ*
𝐶𝑃 следует из отстуствия

𝐶𝑃 -нечетной скалярно–псевдоскалярной интерференции вклад в
процессы, опосредованные векторным током.

Таким образом, разработанный здесь формализм координатного
пространства явно указывает на квантово-механическое происхождение
𝐶𝑃 -чувствительных угловых корреляций, используемых в коллайдерном
анализе. Тройное произведение структур появляется уже на уровне двух­
частичной волновой функции и отражает интерференцию между различ­
ными орбитальными компонентами конечного состояния.
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем.
1. Разработан неинтерферометрический метод эксперимен­

тального определения параметров закрученности (величе­
ны и знака топологического заряда) массивных частиц,
основанный на анализе дифракционных картин от круговой и
треугольной апертур. Показано, что круглая апертура позволяет
оценить модуль орбитального углового момента |𝑚| по радиусу пер­
вого дифракционного кольца, тогда как треугольная апертура дает
возможность однозначно определить знак 𝑚 по числу и ориента­
ции характерных "точек"на сторонах дифракционной картины.

2. Численные исследования методом split-step Fourier
(SSFM) показали хорошее согласие с аналитическими реше­
ниями в рамках формализма Кирхгофа-Френеля. Установлена
чувстивительность дифрационных картин к величине и знаку
ОУМ для бесселевских и лагерр-гауссовых пучков с кинетической
энергией 100 кэВ при прохождении через апертуры субмикронного
размера.

3. Математическое моделирование распада скалярной части­
цы на фермион-антифермионную пару позволило получить
явное выражение для волновой функции в координатном представ­
лении. Показано, что относительное движение пары описывается
чистой 𝐿 = 1 волной (для скалярной связи) или 𝐿 = 0 (для
псевдоскалярной связи), а для смешанного 𝐶𝑃 -случая возникает
интерференционный член, пропорциональный 𝑟 ·(𝑠1×𝑠2), который
является 𝐶𝑃 -нечетным и может наблюдаться как тройное произ­
ведение импульса и спинов.

4. Для выполнения поставленных задач был создан про­
граммный комплекс на основе метода SSFM с использованием
быстрого преобразования Фурье (FFT), позволяющий моделиро­
вать дифракцию закрученных волновых пакетов на апертурах
произвольной формы.
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Таким образов, в работе теоретически обосновано естественное возникнове­
ние закрученных состояний в распадах скалярных частиц, предложен прак­
тичный метод их диагностики с помощью треугольной апертуры, а также
получены аналитические выражения для спин-орбитальных корреляций,
чувствительных к 𝐶𝑃 -нарушению в секторе Юкавских взаимодействий.

Автор выражает искреннюю благодарность научному руководите­
лю, доктору физико-математических наук, профессору Наумову Дмитрию
Вадимовичу за постановку задачи, ценные обсуждения и постоянную под­
держку на всех этапах работы.
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Список рисунков

2.1 Дифракция на тонкой круговой щели для закрученных
электронных пучков Бесселя с 𝑚 = −5,−1, 0, 1, 2, 5,
проходящие через круговую апертуру радиусом 𝑎 = 400 нм,
шириной щели δ𝑎 = 15 нм; расстояние между апертурой и
экраном 𝑧 = 0,4 м. Осевая симметрия подразумевает
нечувствительность к знаку 𝑚; радиус первого яркого кольца
увеличивается с |𝑚|. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2 Дифракция закрученных бесселевских пучков с 𝐸kin = 100 keV

и 𝑚 = −5,−1, 0, 1, 2,5, проходящих через равностороннюю
треугольную апертуру со стороной 𝐿 = 400 нм; расстояние
между апертурой и экраном 𝑧 = 0,2 м. Число точек на
сторону: |𝑚|+ 1 и смена ориентации при 𝑚 → −𝑚 задают
величину и знак ОУМ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3 Аналитическая фурье-амплитуда для равносторонней
треугольной апертуры (сторона 𝐿 = 0.5 мкм). Цветовая шкала
отображает 𝑆дБ = 10 log10(𝐴(k)|2/maxk |𝐴(k)|2); оси
𝑞𝑥 = 𝑘𝑥𝐿, 𝑞𝑦 = 𝑘𝑦𝐿. Пунктирными линиями показаны три
семейства гребней, ортогональных сторонам апертуры:
α = k · e1 = 0, β = k · e2 = 0 и α− β = k · (e1 − e2) = 0; их
суперпозиция обеспечивает характерную гексагональную
симметрию. Светлыми кружками отмечены узлы обратной
решетки k𝑝,𝑞 = 𝑝G1 + 𝑞G2, выделяемые вихрем с зарядом 𝑚,
где 𝑝,𝑞 ⩾ 0 и 𝑝+ 𝑞 ⩽ |𝑚| (здесь |𝑚| = 4; знак 𝑚 меняет
ориентацию на противоположную). Вблизи начала координат
несколько узлов снабжены индексами (𝑝,𝑞). . . . . . . . . . . . . 19

3.1 Поперечно направленные спины фермиона и антифермиона с
полным спином S = −1 и компенсирующим орбитальным
моментом L = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2 Продольно направленные спины фермиона и антифермиона с
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3.3 Графики квадратов модулей сферических гармоник
|𝑌 −1

1 |2,|𝑌 0
1 |2,|𝑌 1

1 |2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.4 Угловое распределение квадрата волновой функции |ψ(θ,φ)|2 в

смешанном скалярно-псевдоскалярном распаде при заданных
спиновых корреляциях. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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